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٢

قد
تلاش و می باشد مجرد جبر مقدماتی و اوليه مفاهيم شامل شماست روی پيش که کتابی
در ١ جبر درس سرفصل های تمام تقريبا شده جمع آوری مطالب محتوای که است شده
مهم و کليدی نکات شامل کتاب همچنين دهد. پوشش را کاربرد ها و رياضيات رشته
شده ارايه تمرين های می باشد. ارشد کارشناسی آزمون در دانشجويان آمادگی جهت
قضيه ها اثبات برای تمارين برخی صورت از و است ضروری مفاهيم بهتر درک برای
بالاتر سطح درس های اختيار برای را دانشجويان کتاب اين همچنين می شود. استفاده

می کند. آماده کامپيوتر و رياضی
می باشد. دانشجويان برای پايه رياضيات از کافی درک داشتن کتاب پيش نياز تنها
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١ فصل

گروهها نظريه ی
اوليه تعاريف و مقدمات ١. ١

از متشکل دستگاه يک واقع در که می پردازيم گروه اوليه مفاهيم و تعريف به فصل اين در
مفاهيم از برخی ابتدا است. آن روی شده تعريف دوتايی عمل يک و ناتهی مجموعه ای

می کنيم. بيان و تعريف را فصل در شده استفاده
می شود: تعريف چنين که است N تعريف دامنه با تابع يک φ−اويلر تابع .١. ١. ١ تعريف
کوچکتر n از که است طبيعی اعداد تعداد مساوی φ(n) ،n > ١ هر ازای به و φ(١) = ١
باشد: اول عددی p اگر و φ(۴) = ٢ ، φ(٨) = ۴ مثال: به عنوان باشد؛ اول n به نسبت و

.φ(p) = p− ١

اگر فقط و اگر (m,n) = ١ ،n و m طبيعی عدد دو هر ازای به .١ .١. ١. ٢ قضيه
.φ(mn) = φ(m)φ(n)

.φ(pk) = pk(١− ١
p ) ،k طبيعی عدد هر و p اول عدد هر ازای به .٢

آن در که باشد n = pl١١ p
l٢
٢ ...p

lr
r يکتای تجزيه دارای n طبيعی عدد اگر .١. ١. ٣ نتيجه

آنگاه هستند، طبيعی اعداد l١, l٢, ...lr و اول اعداد p١ < p٢ < ... < pr

φ(n) = n(١− ١
p١
)(١− ١

p٢
)...(١− ١

pr
)

۵



گروهها نظريه ی .١ فصل ۶

فصل اين در می باشد. گروه مفهوم مجرد، جبر مطالعه ی در اساسی مفاهيم از يکی
می پردازيم. گروهها مطالعه ی به مختصر بطور

باشد. برقرار زير خواص اگر نامند گروه يک را (G, ∗) جبری دستگاه .۴ .١. ١ تعريف
a∗(b∗c) = ،a, b, c ∈ G هر ازای به يعنی است، شرکت پذير G روی ∗ دوتايی عمل .١

.(a ∗ b) ∗ c
.a ∗ e = e ∗ a = a ،a ∈ G هر ازای به يعنی است e عنصر دارای G .٢

bای ∈ G ،a ∈ G هر ازای به يعنی است معکوس پذير ،∗ به نسبت G عنصر هر .٣
a ∗ b = b ∗ a = e بطوريکه دارد وجود

،a, b ∈ G هر ازای به اگر نامند جابجايی) (يا آبلی را (G, ∗) گروه .۵ .١. ١ تعريف
اينکه اثبات برای است بديهی نامند. ناآبلی را گروه اينصورت غير در و a ∗ b = b ∗ a
وجود a, b ∈ G مانند عناصری که دهيم نشان کافيست است، ناآبلی (G, ∗) مانند گروهی

بطوريکه دارند
a ∗ b 6= b ∗ a

G مرتب را G مجموعه ی اصلی عدد باشد. گروه يک (G, ∗) کنيد فرض .۶ .١. ١ تعريف
در و متناهی گروه را G باشد، متناهی | G | اگر می دهند. نشان | G | با را آن که نامند

نامند. نامتناهی گروه را آن غيراينصورت
عملی با همراه G مانند مجموعه ای گروه يک از منظور اگرچه .١ .١. ١. ٧ تبصره
G يعنی مجموعه اش با فقط را گروه معمولاً اينحال با می باشد (×) همانند دوتايی

می دهند. نمايش
همانند نمادهايی لزوماً هستند متفاوت ضرب و جمع با که دوتايی عملهای برای .٢
همان يا مورد برحسب را عملها است معمول بلکه نمی برند، بکار را (٠) يا و (∗)
شد. خواهد استفاده ab يا a+ b از a ∗ b بجای بنابراين نمايش دهند. وضرب جمع
بکار تعويض پذير عملهای برای فقط را (+) نماد که دارد وجود نيز توافق نوعی

رود.
منحصربفرد گروه در عنصر هر معکوس و همانی عنصر که می دهد نشان زير قضيه
هر معکوس و همانی عنصر نمايش برای مشخص نمادهايی می توان اين رو از است.
عمل در و (٠) با را همانی عنصر جمع عمل در است معمول برد. بکار G گروه عنصر



٧ اوليه تعاريف و مقدمات .١. ١

a ∈ G عنصر معکوس جمع عمل در همچنين دهيم. نمايش (١) با را همانی عنصر ضرب
نماد با را a عنصر معکوس ضرب عمل در و می خوانند a قرينه و داده نشان −a با را

می دهند. نشان a−١

اينصورت در باشد. گروه يک G کنيد فرض .١. ١. ٨ قضيه
يکتاست. G همانی عنصر .١

يکتاست. معکوس دارای G عنصر هر .٢
.(a−١)−١ = a ،a ∈ G هر ازای به .٣

.(ab)−١ = b−١a−١ ،a, b ∈ G هر ازای به .۴
،a, x, y ∈ G هر ازای به .۵

ax = ay =⇒ x = y چپ) از حذف (قانون
xa = ya =⇒ x = y راست) از حذف (قانون

در است، همانی عنصر e چون باشند. G در همانی عناصر e′ و e کنيد فرض (١ اثبات.
دوتايی عمل اما .ee′ = e′ لذا است، همانی عنصر نيز e′ چون همچنين ee′ = e نتيجه

.e = e′ بايستی اينرو از می باشد، تابع يک
اينصورت در باشند. a ∈ G برای معکوس عنصر دو c و b کنيد فرض (٢

b = ba = b(ac) = (ba)c = ec = c =⇒ b = c

.(a−١)−١ = a ،(٢) قسمت از استفاده با لذا .aa−١ = a−١a = e گروه، تعريف بنابر (٣
داريم (۴

(ab)(b−١a−١) = a(bb−١)a−١ = aea−١ = e

نحو، همين به و
(b−١a−١)(ab) = e

.(ab)−١ = b−١a−١ که می شود نتيجه (٢) قسمت بنابر لذا
آنگاه ،ax = ay اگر (۵

a−١(ax) = a−١(ay) =⇒ (a−١a)x = (a−١a)y =⇒ x = y



گروهها نظريه ی .١ فصل ٨

xa = ya =⇒ x = y نحو، همين به

گروهها از مثال چند

است. آبلی گروه يک معمولی جمع عمل به نسبت ،Z صحيح اعداد مجموعه (١)

است. آبلی گروه يک معمولی ضرب عمل تحت ،Q− {٠} مجموعه ی (٢)

يعنی ،n پيمانه ی به هم ارزی همه ی رده های مجموعه ،n ∈ N هر ازای به (٣)

Zn = {[٠], [١], ...[n− ١]}

گروه اين در می دهد. n مرتبه از آبلی گروه يک تشکيل همنهشتی جمع عمل به نسبت
.Zn = {٠,١, ..., n−١} قرارداد: اين با می دهيم. نمايش ī با يا و i خود با را [i] معمولاً
تشکيل کلی حالت در همنهشتی ضرب عمل به نسبت Zn که می شود بررسی بسادگی

که کرد ملاحظه می توان حال اين يا نمی دهد. گروه

Hn = {i ∈ Zn | (i, n) = ١}

اگر که می شود (يادآوری .| Hn |= φ(n) و می دهد آبلی ضربی گروه يک تشکيل
.(ij, n) = ١ آنگاه ،(j, n) = (i, n) = ١

کنيد فرض (۴)
GLn(R) = {(aij)n×n | aij ∈ R,١ ≤ i, j ≤ n}

R حقيقی اعداد از آنها درايه های که باشد n×n معکوس پذير ماتريس های تمام مجموعه
ضرب عمل به نسبت ماتريس ها از مجموعه اين که کرد تحقيق می توان آسانی به هستند.
(generalLinear) خطی گروه GLn(R) می دهد. غيرآبلی گروه يک تشکيل ماتريس ها

می شود. ناميده
می دهيم؛ نشان زير بصورت را يک دترمينان با n×n معکوس پذير ماتريس های مجموعه

SLn(R) = {A ∈ GLn(R) | det(A) = ١}
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اين می دهد. گروه تشکيل ماتريس ها ضرب عمل تحت نيز SLn(R) که می شود ملاحظه
خاص نامند. خطی گروه را گروه

A از دوسويی توابع همه ی مجموعه S(A) و ناتهی مجموعه ای A کنيد فرض (۵)
که بگيريد نظر در توابع ترکيب را S(A) روی (٠) دوتايی عمل باشد. A روی به
همانی عنصر iA : A −→ A همانی تابع است. شرکت پذير و دوتايی بسته عمل اين
f : A −→ A دوسويی تابع هر ازای به به علاوه می باشد. ناتهی S(A) ولذا است S(A)
.fof−١ = f−١of = iA که به قسمی دارد وجود f−١ : A −→ A مانند معکوسی تابع
يا A جايگشت گروه ،S(A) می دهد. گروه تشکيل (٠) عمل به نسبت S(A) بنابراين
A جايگشت های را A روی دوسويی توابع و می شود ناميده (PermutationGroup)
را A جايگشت گروه آنگاه باشد، عنصر n با متناهی مجموعه ای A اگر بخصوص نامند.
می شود. داده نشان Sn بوسيله  ی و نامند نيز A روی (SymmetricGroup) متقارن گروه
گروه همچنين .n! مرتبه از و متناهی است گروهی Sn که کرد تحقيق می توان آسانی به

.n = ١ يا ٢ ازای به بجز است ناآبلی Sn متقارن

(a.b), (c, d) ∈ G هر ازای به G = {(a, b) | a, b ∈ R, a 6= ٠} کنيد فرض (تمرين١)
بصورت G روی را (×) قانون

(a, b) ∗ (c, d) = (ac, bc+ d)

است. ناآبلی گروهی (G, ∗) کنيد ثابت می کنيم. تعريف

،a, b ∈ G هر ازای به اگر فقط و اگر است آبلی ،G گروه که کنيد ثابت (تمرين٢)
.(ab)٢ = a٢b٢

.ab = ba بطوريکه باشند G از عناصری a, b و گروه، يک G کنيد فرض (تمرين٣)
.(ab)n = anbn کنيد ثابت ،n ∈ Z هر ازای به

باشيم داشته k متوالی صحيح عدد سه ازای به ،G گروه در اگر (تمرين۴)
است. آبلی گروهی G که کنيد ثابت (∀a, b ∈ G)(ab)k = akbk

∗ دوتايی عمل اگر می شود ناميده نيم گروه يک را (S, ∗) جبری دستگاه .١. ١. ٩ تعريف
به نامند. مونوئيد يک را همانی عنصر با نيم گروه يک همچنين باشد، شرکت پذير S روی

می دهد. مونوئيد يک تشکيل (Z, .) مثال، عنوان



گروهها نظريه ی .١ فصل ١٠

باشند، S از عناصری a١, a٢, ..., an (n > ١) و نيم گروه يک (S, ∗) اگر .١. ١. ١٠ تعريف
می کنيم: تعريف زير بصورت و بازگشتی طريق به را عناصر اين ترکيب

a١ ∗ a٢ ∗ ... ∗ an = (a١ ∗ a٢ ∗ ... ∗ an−١) ∗ an

نيم گروه يک در عنصر n ترکيب که می دهد نشان زير قضيه قبل، تعريف کمک به
پرانتزگذاری چگونگی به و دارد بستگی هم پشت سر عناصر گرفتن قرار ترتيب به تنها

ندارد. بستگی
و نيم گروه يک S کنيد فرض شرکت پذيری) قانون (تعميم .١. ١. ١١ قضيه

ترکيب های کليه ی اينصورت در باشند. S از دلخواه عنصر n ,a١؛ a٢, ..., an (n ≥ ٣)
باشند دلخواه بصورت پرانتزها و يکسان عناصر ترتيب آن ها در که a١, a٢, ..., an از ممکن

است. يکی
زير شرايط اينصورت در باشد. دلخواه نيم گروهی يک G کنيد فرض .١. ١. ١٢ قضيه

معادلند:
است. گروه يک G (الف)

به بعلاوه و (eg = g)ge = g ،g ∈ G هر ازای به بطوريکه دارد وجود e ∈ G عنصر (ب)
.(g′g = e)gg′ = e بطوريکه دارد وجود g′ ∈ G مانند عنصری g ∈ G هر ازای

است. بديهی (ب) ←− (الف) اثبات.

و چپ همانی عنصر راست، همانی عنصر دهيم نشان کافيست (الف) ←− (ب)
g ∈ G کنيد فرض منظور، اين برای می باشد. نيز چپ معکوس عنصر، هر راست معکوس

بطوريکه دارد وجود ′gای ∈ G فرض بنابه باشد دلخواه عنصری
gg′ = e (١)

که قسمی به دارد وجود ′′gای ∈ G ،g′ ∈ G اين ازای به همچنين
g′g′′ = e (٢)

داريم: اکنون
g′g = g′ge = g′g(g′g′′) = g′(gg′)g′′ = g′eg′′ = g′g′′ = e

بعلاوه: هست. نيز چپ معکوس راست معکوس يعنی
eg = (gg′)g = g(g′g) = ge = g



١١ اوليه تعاريف و مقدمات .١. ١

می باشد. گروه G بنابراين است. چپ همانی عنصر راست، همانی عنصر يعنی
معادلند: زير گزاره های که کنيد ثابت باشد. نيم گروه يک G کنيد فرض (تمرين)

است. گروه يک G الف)

هستند. يکتا جواب دارای ya = b و ax = b معادلات ،a, b ∈ G هر ازای به ب)

می باشد. ax = b معادله ی جواب يک x = a−١b که است بديهی (الف−←ب) (حل):
اينصورت در .ax′ = b يعنی باشد، معادله اين از ديگری جواب x′ ∈ G کنيد فرض حال

يکتاست. جواب يعنی ،x′ = a−١b نتيجه در که ax′ = a(a−١b) داريم
می شود. عمل نحو همين به نيز ya = b معادله مورد در

می دهيم قرار ax = b معادله در باشد. G از ثابتی عنصر a٠ کنيد فرض الف) ←− (ب
می باشد. a٠x = a٠ معادله از جوابی e ∈ G مانند عنصری اينصورت در ،a = b = a٠

است y٠ جواب دارای ya٠ = a معادله باشد. G از دلخواهی عنصر a کنيد فرض اکنون
نتيجه در .y٠a٠ = a يعنی

ae = (y٠a٠)e = y٠(a٠e) = y٠a٠ = a

دارای bx = e معادله ی ،b ∈ G هر ازای به حال است. راست همانی عنصر e بنابراين
دارای G عنصر هر پس bb′ = e که قسمی به دارد وجود ′bای ∈ G يعنی است جواب

است. گروه يک G بالا، قضيه ی بنابر اينرو از است. راست معکوس
هر ازای به دراينصورت .x ∈ G و باشد ضربی گروهی G کنيد فرض .١. ١. ١٣ تعريف

می کنيم: تعريف n ∈ N

x٠ = e

xامnتوان = xn = (xn−١)x , x−n = (x−١)n

هر و m,n ∈ Z هر ازای به آن گاه باشد، جمعی يا ضربی گروهی G اگر .١۴ .١. ١ قضيه
x؛ ∈ G

ضربی) (حالت xmxn = xm+n , (xm)n = xmn .١
جمعی) (حالت mx+ nx = (m+ n)x , n(mx) = (nm)x .٢
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خواص G ناتهی زيرمجموعه های از بعضی باشد. دلخواه گروهی G کنيد فرض
اين می دهند. گروه يک تشکيل گروه ترکيب قانون با يعنی می کنند، حفظ را گروه خود

دقيق تر عبارت به نامند. زيرگروه را زيرمجموعه ها
باشد. G از ناتهی زيرمجموعه ای H و ضربی گروهی G کنيد فرض .١۵ .١. ١ تعريف
را H آن گاه دهد، گروه يک تشکيل G در شده تعريف دوتايی عمل به نسبت H اگر
G گروه همانی عنصر e اگر می دهيم. نشان H ≤ G نماد با که نامند G از زيرگروهی
بديهی زيرگروه های را آن ها که هستند G از زيرگروه هايی ،G خود و {e} آن گاه باشد،

نامند. سره زيرگروه را G از متمايز زيرگروه هر نامند. G
کنيد: ثابت .H ≤ G و باشد گروه يک G کنيد فرض (تمرين)

eH = eG (١)

است. G در h معکوس همان H در h معکوس h ∈ H هر ازای به (٢)

دراينصورت باشند. H و G همانی عناصر بترتيب eH و eG کنيد فرض (١) (حل):
عنصر eG چون طرفی از .eHe′H = e′H نتيجه در است H در همانی عنصر eH چون

داريم: G در لذا .eG.eH = eH نتيجه در .eH ∈ G و G همانی
eHeH = eGeH =⇒ eH = eG

می شود. واگذار خواننده به عهده ی (٢)

می دهد. بدست بودن زيرگروه برای کافی و لازم شرط يک زير قضيه ی
اگر H ≤ G دراينصورت .ϕ 6= H ⊆ G و باشد گروه يک G کنيد فرض .١۶ .١. ١ قضيه

.ab−١ ∈ H و a, b ∈ H هر ازای به اگر فقط و

.ab−١ ∈ H ثانياً و b−١ ∈ H اولاً a, b ∈ H هر ازای به که است واضح ،H ≤ G اگر اثبات.
بنابراين و aa−١ = e ∈ H بويژه .ab−١ ∈ H و a, b ∈ H هر ازای به کنيد فرض برعکس:
عنصر هر معکوس و است H به متعلق G گروه همانی عنصر يعنی .eb−١ = b−١ ∈ H
.a(b−١)−١ = ab ∈ H زيرا است، بسته G عمل به نسبت H همچنين است. H در H

است. G زيرگروه H اينرو از است برقرار G همانند H در شرکت پذيری خاصيت
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G از متناهی و ناتهی زيرمجموعه ای H و دلخواه گروهی G کنيد فرض (تمرين)
.ab ∈ H ،a, b ∈ H هر ازای به اگر فقط و اگر H ≤ G کنيد ثابت باشد.

زيرگروهها از مثال چند
،Q⋆ و جمع عمل به نسبت C و R ،Q ،Z مجموعه های که شد ملاحظه قبلاً (١)
زنجيرههای که می شود ملاحظه آسانی به هستند. گروه ضرب عمل به نسبت C⋆ و R⋆

برقرارند. زير زيرگروه های
Z ≤ Q ≤ R ≤ C , Q⋆ ≤ R⋆ ≤ C⋆

.Z ≤ C مثلاً اينرو از است. متعدی بودن زيرگروه خاصيت که کرد توجه بايد

.SLn(R) ≤ GLn(R) ،n ≥ ٢ هر ازای به (٢)

(Z,+) از زيرگروهی nZ = {nm | m ∈ Z} مجموعه ی ،n ∈ Z هر ازای به (٣)
می باشد.

نيز ⋂
i∈I

Hi آن گاه باشد، G زيرگروه های از خانواده ای {Hi}i∈I اگر .١. ١. ١٧ قضيه
است. G از زيرگروهی

اگر .⋂
i∈I

Hi 6= ϕ پس .e ∈ ⋂
i∈I

Hi نتيجه در ،e ∈ Hi و i ∈ I هر ازای به چون اثبات.
به بنا اينرو از ,x؛ y ∈ Hi ،i ∈ I هر ازای به آن گاه باشند، دلخواه عناصری x, y ∈ ⋂

i∈I

Hi

.H ≤ G لذا xy−١ ∈
⋂
i∈I

Hi بنابراين .xy−١ ∈ Hi ،i ∈ I هر ازای به بالا قضيه ی

است؟ زيرگروه يک نيز زيرگروه دو اجتماع آيا که آيد نظر به سوال اين است ممکن
می باشد. نادرست کلی حالت در مطلب اين که می دهيم نشان زير مثال در

صورتيکه در .٢Z,٣Z ≤ Z که می دانيم Z جمعی گروهی در نقض: مثال
يعنی .٢+ ٣ /∈ D ولی ٣ ∈ D و ٢ ∈ D زيرا باشد، Z زيرگروه نمی تواند D = ٢Z

⋃
٣Z

نيست. بسته جمع عمل به نسبت D

و اگر H⋃K ≤ G که کنيد ثابت باشند. G از زيرگروه هايی H و K اگر (١ (تمرين
.K ⊆ H يا H ⊆ K اگر فقط
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سره ی زيرگروه دو اجتماع بصورت نمی توان را گروهی هيچ که دهيد نشان (٢ (تمرين
نوشت. آن متمايز

که کنيد ثابت باشد. دلخواه گروهی G کنيد فرض (٣ (تمرين
يا G مرکز را Z(G) ) است. G از زيرگروهی Z(G) = {x ∈ G | xg = gx, ∀g ∈ G}

می نامند.) CenterSubgroup

که کنيد ثابت .g ∈ G و باشد دلخواه گروهی G کنيد فرض (۴ (تمرين
g−١Hg = {g−١hg | h ∈ H} ≤ G

می نامند.) G در H زوج زيرگروه را g−١Hg)

که کنيد ثابت .H ≤ G و باشد گروه يک G کنيد فرض (۵ (تمرين
CG(H) = {g ∈ G | gh = hg, ∀h ∈ H} ≤ G

می نامند.) G در H مرکزساز را CG(H))

که کنيد ثابت ،n ∈ N و باشد آبلی گروهی G اگر (۶ (تمرين

H = {x ∈ G | xn = e} ≤ G

اينصورت در باشد. G از زيرمجموعه ای A و گروه يک G کنيد فرض .١. ١. ١٨ قضيه
خاصيت اين با G زيرگروه کوچکترين و بوده شامل را A که دارد وجود G از زيرگروهی

است.
K کنيد فرض نتيجه در است. A شامل خودش از زيرگروه يک به عنوان G چون اثبات.

يعنی دربردارند را A که باشد G از زيرگروههايی تمام اشتراک
K =

⋂
H

A ⊆ H ≤ G

.A ⊆ K که است واضح همچنين و است G از زيرگروهی K گذشته، قضايای بنابر

.K ⊆ T ،K تعريف طبق دراينصورت باشد. A شامل G از زيرگروهی T کنيد فرض اکنون
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G کنيد فرض گروه) از زيرمجموعه يک توسط توليدشده (زيرگروه .١. ١. ١٩ تعريف
دربردارد، را A که G زيرگروه کوچکترين باشد. G از زيرمجموعه ای A و گروه يک
می شود داده نشان < A > نماد با و می شود ناميده A بوسيله ی توليدشده زيرگروه
می نويسيم مختصراً آن گاه باشد، متناهی مجموعه ای A = {a١, a٢, ..., an} حالی که در
زيرگروه را < a > زيرگروه آن گاه ،A = {a} اگر بويژه < A >=< x١, x٢, ..., xn >

،G =< A > باشيم داشته ،G از Aزيرمجموعه ی يک ازای به اگر سرانجام دوریGنامند.
،G =< x١, x٢, ..., xn > درصورتيکه و می ناميم؛ G مولد مجموعه ی يک را A آن گاه

.< ϕ >= {e} که است واضح است. توليد شده متناهياً گروه G می گوييم
می باشد: < A > عناصر شناخت برای موثری کمک زير قضيه ی

باشد آن از ناتهی زيرمجموعه ای A و ضربی گروه يک G کنيد فرض .١. ١. ٢٠ قضيه
دراينصورت:

< A >= {aα١
١ a

α٢
٢ ...a

αn
n | n ∈ N, ai ∈ A,αi ∈ {−١,١}}

دراينصورت باشد. آن از ناتهی وAزيرمجموعه ای آبلی Gگروهی کنيد فرض .١. ١. ٢١ نتيجه
ضربی حالت در

< A >= {ak١١ a
k٢
٢ ...a

kn
n | ai ∈ A,n ∈ N, ki ∈ Z}

جمعی حالت در و
< A >= {k١a١ + k٢a٢ + ...+ knan | ai ∈ A,n ∈ N, ki ∈ Z}

ضربی حالت در دراينصورت .a ∈ Aو گروه يک G کنيد فرض .١. ١. ٢٢ نتيجه
< a >= {na | n ∈ Z} ، < a >= {an | n ∈ Z}

از: عبارتست {٢} بوسيله ی توليدشده زيرگروه ،Z جمعی گروه در (مثال)
< ٢ >= {٢k | k ∈ Z}

از: عبارتست {٢,٣} توسط توليدشده زيرگروه و
< ٢,٣ >= {٢k + ٣l | k, l ∈ Z}

چنين {٣, ١٢} به وسيله ی توليدشده زيرگروه ،Q⋆ = Q − {٠} ضربی گروه در همچنين
است:
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< ٣, ١٢ >= {٣k(
١
٢ )

l | k, l ∈ Z}

{۶} و {٣} و {٢} مجموعه ی توسط توليدشده زيرگروههای Z١٢ گروه در (تمرين)
کنيد. مشخص را

آن) نتايج و لاگرانژ (قضيه ی
اينرو از هستند يکسانی جبری ساختار دارای G و H چون باشد، G از زيرگروهی H اگر
اگر که می شود ديده مثال به عنوان باشند. مشترکی خواص دارای تقريباً که می آيد نظر به
و G مرتبه های بين ارتباط به قسمت اين در حال است. آبلی نيز H آن گاه باشد آبلی G
مورد را قضيه و تعريف چند ابتدا در می پردازيم. است متناهی گروهی G که هنگامی H

می دهيم: قرار مطالعه

زيرمجموعه های به می توان را گروه يک عناصر روی تعريف شده ضربی دوتايی عمل
حاصلضرب آن گاه باشند، G گروه از ناتهی زيرمجموعه ی دو B و A اگر داد. تعميم نيز آن

می شود: تعريف چنين AB

AB = {ab | a ∈ A, b ∈ B}

بخصوص است. برخوردار ويژه ای اهميت از حاصلضرب مفهوم خاص حالت های در
باشد. G از زيرگروهی B و عنصر يک شامل تنها A وقتی

عنصر ازای به باشد. آن از زيرگروهی H و گروه يک G کنيد فرض .١. ١. ٢٣ تعريف
مجموعه ی و G در H چپ همرده ی يک را ah = {ah | h ∈ H} مجموعه ی ،a ∈ G
نماينده ی را a مورد هر در که نامند، G در H راست همرده ی يک را ha = {ha | h ∈ H}

می گيريم. نظر در همرده
گروه آن در زيرگروه يک راست همرده های مجموعه که است آن مبين زير قضيه ی

می دهد. افراز يک تشکيل
دراينصورت باشد. آن از زيرگروهی H و گروه يک G کنيد فرض .٢۴ .١. ١ قضيه

.g ∈ Hg ،g ∈ G هر ازای به .١
.Hg١ = Hg٢ اگر فقط و اگر g١ ∈ Hg٢ ،g١, g٢ ∈ G هر ازای به .٢

.Hg١⋂Hg٢ = ϕ يا Hg١ = Hg٢ يا ،g١, g٢ ∈ G هر ازای به .٣
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G =
⋃

g∈G

Hg .۴

g = eg ∈ Hg داريم ،g ∈ G هر ازای به (١) اثبات.
ازای به نتيجه در .g١ = hg٢ hای، ∈ H ازای به دراينصورت .g١ ∈ Hg٢ کنيد فرض (٢)

h′ ∈ H هر
h′g١ = h′(hg٢) = (h′h)g٢ ∈ Hg٢

Hg١ = بنابراين .Hg٢ ⊆ Hg١ که داد نشان می توان نحو به همين .Hg١ ⊆ Hg٢ اينرو از
می شود. نتيجه قسمت(١) از بسادگی مطلب اين عکس .Hg٢

وجود gای ∈ G آن گاه ،Hg١⋂Hg٢ 6= ϕ ،g١, g٢ ∈ G مانند عناصری ازای به اگر (٣)
.Hg١ = Hg = Hg٢ ،(٢) بنابر حال .g ∈ Hg٢ و g ∈ Hg١ که به قسمی دارد

است. بديهی (۴)
نيز چپ همرده های مجموعه ی که داد نشان می توان بالا قضيه ی همانند .٢۵ .١. ١ تبصره

می دهند. گروه برای افراز يک تشکيل
از عبارتند Z جمعی گروه در < ٢ > راست همرده های (١ (مثال

< ٢ >=< ٢ > +٠ = ٢Z , < ٢ > +١ = {٢k + ١ | k ∈ Z}

{١,٢,٣, ..., n}مجموعه ی روی متقارن گروه Sn اگر قبل، مثال های به توجه با (٢ (مثال
r١ به را ١ که جايگشتی می کند. موثری کمک محاسبات انجام در زير نمادگذاری باشد.

می دهيم؛ نشان زير بصورت کند تبديل ri به را i بطورکلی و r٢ به را ٢ و
١ ٢ ٣ ... n

↓ ↓ ↓ ... ↓
r١ r٢ r٣ ... rn


و (m ≤ n) کند تبديل r١ به را rn و rm به را rm−١, ..., r٢ به را r١ که جايگشتی يا و

می دهيم: نشان زير بصورت دارد نگه ثابت را اعداد بقيه ی
(
r١ r٢ r٣ ... rn

)
=

(
r١ r٢ ... rn

r٢ r٣ ... r١

)

می نويسيم: را آن ضرب جدول سپس و می آوريم بدست را S٣ عناصر اکنون
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S٣ =

{
e =


١ ٢ ٣
↓ ↓ ↓
١ ٢ ٣

 = (١), a =


١ ٢ ٣
↓
١ ٣ ٢

 = (٢ ٣), b =
(
١ ٢ ٣
٣ ٢ ١

)
= (١ ٣),

c =

(
١ ٢ ٣
٢ ١ ٣

)
= (١ ٢), p =

(
١ ٢ ٣
٢ ٣ ١

)
= (١ ٢ ٣), q =

(
١ ٢ ٣
٣ ١ ٢

)
= (١ ٣ ٢)

}
را fog توابع ترکيب عمل ما است. توابع ترکيب همان Sn در ضرب اينکه به توجه با

مثال: بعنوان می آوريم. بدست g سپس و f اثر با نخست
pb = (١ ٢ ١)(٣ ٣) = c

a٢ = (٢ ٢)(٣ ٣) = e

همچنين .p٣ = q٣ = e و a٢ = b٢ = c٢ = e که می شود ملاحظه
(١ ٢ ٣) = (٣ ١ ٢) = (٢ ٣ ١)

می کنيم: درج را S٣ متقارن گروه کامل ضرب جدول اينجا در

e a b c p q
e e a b c p q
a a e q p a b
b b p e q a c
c c q p e b a
p p b c a q e
q q c a b e p

بالای از y و سطر چپ سمت از x که است شده محاسبه ترتيب بدين xy حاصلضرب
ستون يا سطر هر در S٣ عنصر هر که می شود ملاحظه شده اند. ضرب هم در جدول ستون
است نتيجه ای و است برقرار گروهی هر در مطلب اين است. شده ظاهر يکبار فقط جدول
(xd = t) يا dx = t معادله ی ،t و d مفروض عناصر ازای به گروه هر در که امر اين از

يکتاست. جواب دارای
در H راست همرده های کليه ی بگيريد. نظر در S٣ از را < a >= {e, a} زيرگروه حال

از: عبارتند S٣
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H = He = {e, a} Hb = {b, q} Hc = {c, p} bH = {b, p}

چپ همرده ی با ندارد لزومی Hg راست همرده ی که شد ملاحظه بالا مثال در اگرچه
يکسان آن ها اندازه ی که می دهيم نشان زير قضيه ی در حال اين با باشد، مساوی gH

می باشد.
دراينصورت ،g١, g٢ ∈ G و باشد G گروه يک از زيرگروهی H کنيد فرض .٢۶ .١. ١ قضيه
است. برقرار ١− ١ تناظری Hg٢ و g٢H ،g١H ،eH = H مجموعه های از جفت هر بين

توابع که می شود بررسی بسادگی اثبات.
φ : g١H −→ g٢H ψ : g١H −→ Hg٢

g١h 7−→ g٢h g١h 7−→ hg٢

می باشند. دوسويی
هر ازای به دراينصورت g ∈ G و باشد متناهی گروهی G کنيد فرض .١. ١. ٢٧ نتيجه

،g ∈ G
| gH |=| Hg |=| H |

راست همرده های مجموعه  بين آن گاه باشد، G گروه از زيرگروهی H اگر .١. ١. ٢٨ قضيه
دارد. وجود دوسويی تناظری G در H چپ همرده های مجموعه و G در H

باشد. G در H چپ و راست همرده های تمام مجموعه بترتيب L و R کنيد فرض اثبات.
می کنيم: تعريف زير بصورت φ رابطه ی

φ : R −→ L

زيرا است؛ ١− ١ و خوش تعريف φ اولاً
∀x ∈ G Hx 7−→ x−١H

∀x, y ∈ G Hx = Hy ⇐⇒ x ∈ Hy ⇐⇒ xy−١ ∈ H ⇐⇒ ∃h ∈ H s.t xy−١ =

h ⇐⇒ x = hy ⇐⇒ x−١ = y−١h−١ ⇐⇒ x−١ ∈ y−١h−١ ⇐⇒ x−١H = y−١H ⇐⇒
φ(Hx) = φ(Hy)

است. دوسويی تناظری φ بنابراين پوشاست. φ به وضوح ثانياً

می آيد. بدست زير تعريف بالا قضيه ی از


