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 مقدمه
ایی    تیرا   یمی در بسییار  از میرارد   . ها دائماً در حال تغییر هستند کنیم که پدیده در دنیایی زندگی می

منظرر ترصیف نییری    مثال، آلبرت انیشتی  به عنرا  به. ترصیف کرد لیفرانسید نامعادله را با ها یدگرگرن

یل استفاده کرد؛ ای به کمک ای  معادلات هم ای  نیری را ترضیی  داد ی هیم   گرانشی از معادلات دیفرانس

 .پذیر است ثابت کرد که امکا  سفر به آینده امکا 

ترانید ای  کیار را انایا     ها  مختلفی می احتمالاً با ریش. خراهید به مسافرت بریید تصرر کنید که می

البتیه اگیر   . ممک  است با پا  خرد قصد سیفر کنیید   مثلاً سفر با هراپیما، خردری شخصی ی یا حتی. دهید

هدف شما سفر به کهکشا  دیگر  باشد احتمالاً بایستی چند صدسال منتظر بمانید تیا ابیرار مناسیی ایی      

 !سفر اختراع شرد

حل کرد  معادلات دیفرانسیل نیر همانند سفر رفت  است ی احتمیال دارد بیا چنید ریش بترانیید ییک      

  .ا حل کنیدمعادله دیفرانسیل ر

پرداختیه   هیا  آ هیا  حیل   در ای  کتاب ضم  معرفی انراع معیادلات دیفرانسییل معمیرلی بیه تکنییک     

،  matlabبعلایه برا  آشنایی خرانندگا  عریر بیا نویره حیل معیادلات دیفرانسییل معمیرلی  بیا        . شرد یم

 .فصلی از کتاب را به آ  اختصاص دادیم

شارات فنایر  نری   جناب آقیا  دکتیر رمنیا   عبیاا نیهاد کیه       در پایا  جا دارد از مدیر موتر  انت

 .زحمت چاپ ی نشر ای  کتاب را به عهده گرفتند تشکر ی قدردانی شرد

از تمامی اساتید ی دانشاریا  عریر تقاضیا دارییم، هرگرنیه اشیکال، ابهیا  در میت  کتیاب، پیشینهاد ی         

 .دارسال نماینfanavarienovin@gmail.comپست الکترینیک آدرا انتقادات را به 
                      

 نیمؤلف

 دکتر هادی رضازاده

 جواد وحیدیدکتر 



 

  





 

 

 

 

 

 

 مقدمه

 های نمونهبه  مثال عنوان به. شود میمنجر به حل معادله دیفرانسیل حل بسیاری از مسائل در علوم و مهندسی 

 :زیر توجه کنید

 ویروس انتشار نحوه سازیمدل Covid-91 

  دربورسگذاریسرمایهبهینهبرایهایاستراتژی 

  ایدز در بیماران  های نشانهبروز  میزانپیگیریHIV- مثبت 

 وهوا آبوضع  بینی پیش  

  تغییرات عرضه و تقاضا در علم اقتصاد 

 زمانلازمبرایجذبیکدارو 

  خاص جانوری در یک جزیره  چندگونهواکنش بین دو یا 

  .با استفاده از یک یا چند معادله دیفرانسیل بیان کرد توان میخصوصیات ذاتی هر یک از این مسایل را 

برای یافتن معادله دیفرانسیل . شود می، منجر به یک معادله دیفرانسیل ها پدیدهمدل ریاضی این  معمولاً

برای این . ریاضی بیان کنیمیک عبارت  صورت بهپدیده، نخست لازم است که وضعیت طبیعی را  هرمناسب 

 مثال عنوان به. سازگارند شده مشاهدهکه با پدیده  شود می، فرضیاتی افتد میکار عموماً درباره آنچه اتفاق 

با مقدار آن ماده متناسب است، میزان عبور حرارت از  رادیواکتیواست که میزان از بین رفتن مواد  شده مشاهده

حرکت اجسام در فضا طبق قانون نیوتن انجام . تلاف دما متناسب استبا اخ سردتربه جسم  تر گرمجسم 

مسایل نظیر آن  شود میمشاهده . ، میزان رشد جمعیت حشرات با جمعیت موجود متناسب است و غیرهگیرد می

مدل ریاضی همه این مسایل،  .یک تابع نسبت به متغیرهای آن تابع همراه است( مشتق) همواره با میزان تغییر 

  .دلات دیفرانسیل متناسب با آن پدیده استمعا

 . کنیم میو درباره برخی از کاربردهای آن صحبت  کنیم میدر بخش بعدی معادلات دیفرانسیل را معرفی 

  ایمفاهیم پایه .1-1

 معادلات دیفرانسیل معمولی و معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزیی .1-1-1
مستقل  متغیر گر یک تابع مجهول از یک یا چندبیاننوعی معادله ریاضی است که  دیفرانسیلمعادله

 . های مختلف نسبت به متغیرهای مستقل است هایی با مرتبه شتقم و

ای بر معادلات دیفرانسیلمقدمه 1فصل    
 

https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%AA%D8%BA%DB%8C%D8%B1_(%D8%B1%DB%8C%D8%A7%D8%B6%DB%8C)
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B4%D8%AA%D9%82
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دیفرانسیلمعادلات   

هر زمان که یک رابطه بین چند متغیر با . دهند یمهای علمی رخ  در بسیاری از پدیده دیفرانسیلمعادلات 

های مختلف یا  های مختلف وجود داشته و نرخ تغییرات متغیرها در زمان ها یا زمان مقادیر مختلف در حالت

 .توان آن پدیده را با معادلات دیفرانسیل بیان کرد باشند می  شده شناختهحالات مختلف 

 معادلات دیفرانسیل معمولی


 

ناممتغیر مستقلشاملتابعمجهولیازیکمتغیرکهیامعادله(ODE)معمولیدیفرانسیلیکمعادله

.استدارد،ویکیاچندمشتقآن


 

 یک معادله دیفرانسیل معمولی 
 : ستا شده دادهیک معادله دیفرانسیل ساده با برخی از عناصر آن در زیر نشان 

3
  

  
   

 . باشند یممتغیر مستقل  tتابع مجهول و   که در آن 

معادله  این دیگر بیان به. که با سه برابر مشتق خود برابر است کند یمرا توصیف  tاین معادله تابع مجهولی از 

 سه به یککه سرعت تغییر آن متناسب با اندازه آن در هر زمان به نسبت  کند میدیفرانسیل، تابعی را توصیف 

 . باشد می

 :ی از معادله دیفرانسیل معمولی هستندهای نمونهمعادلات زیر 

 
2 1,sin tan 1y y x y y     

 : سه معادله
  

  
 2      

2
 

                         5      6     1 
  

  
 

3 2  4  2
2   0 

 

 مانند یا معادلهاما در  .اند دادهنشان  وضوح بهرابطه بین متغیرهای مستقل و وابسته را 

    2  2 3   4 2  1، 

 . است t، یعنی تابعی از متغیر مستقل w(t) صورت بهدر حقیقت  wباید متوجه باشیم که تابع 

1.1.1مثال

1.1.1 

 1.1.1عریفت
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مقدمه ای بر معادلات دیفرانسیل: فصل اول   

یم مشتقات توابع توان می، و شود مینشان داده  tمتغیر مستقل زمان است و با  ،در بسیاری از کاربردهای عملی

. توجه کنید          2    3   به معادله  مثال عنوان بهنشان دهیم،  0نیوتن ینمادگذار صورت بهرا 

و اهمیتی ندارد که مشتقات به  اند شده استفادهمهم نیست چه حروفی برای نشان دادن متغیرهای مستقل و وابسته 

 . اند شده دادهچه صورتی نشان 

 
 

 ؟ شود میساعت چقدر  tبدانیم جرم آن بعد از  خواهیم می. داریم یا تهیویواکتیادرفرض کنید ماده 

جرم آن باشد در این صورت  yاگر . میزان متلاشی شدن ماده متناسب با جرم موجود آن ماده است دانیم می

 :داریم
  

  
            

  

 
                      

    
 

 
         

 

 
                  

7گرم بوده است در این صورت  7   ،1  حال اگر فرض کنیم در     1 و جواب  7   

 شود میاگر بخواهیم بدانیم بعد از چه مدتی جرم آن نصف  مثلاً. باشد می     7    صورت بهخصوصی 

 ، y جای به

2
 : میآور یم به دسترا   tو دهیم میقرار  

 

2
 7        
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 . آورد به دستآن را  توان میاست که تحت شرایط خاصی  ثابتی kکه در آن 

 
 

12اگر cc xxگرفتن از ضابطه  مشتق دو بارثابت باشند آنگاه با   , ececy 2
21  داریم: 















xx

xx

xx

ececy

ececy

ececy

2
21

2
21

2
21

4

2 

12که با حذف  cc  :در دستگاه فوق داریم  ,

 yyy 23 

xxگر معادله دیفرانسیلی است که که بیان ececy 2
21   .کند میدر آن صدق   

 

                                                           
 
               2    2      3    3 

1.1.1مثال

1.1.11.1.

1 

1.1.1مثال

1.1.1 
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دیفرانسیلمعادلات   

 

معادله . در آب به گلوکز با مقدار تبدیل نشده آن متناسب است محلولنرخ تبدیل صد گرم نیشکر 

 .دقیقه بیان کندtدیفرانسیلی را پیدا کنید که نرخ تبدیل را بعد از 

011، آنگاه اند شده تبدیلدقیقه  tاز نیشکر در نظر بگیرید که در هایی گرمرا مقدار  yاگر  ، مقدار گرم   

011      صورت بهنرخ تبدیل در این صورت . تبدیل نشده خواهد بود kکه در آن  آید میدر     

 . مقدار ثابت تناسب است

 عمولیمرتبه یک معادله دیفرانسیل م
مرتبه بالاترین مشتق در یک . هاست آنمعادلات دیفرانسیل با استفاده از مرتبه  بندی دسته های روشیکی از 

 . معادله دیفرانسیل را مرتبه معادله دیفرانسیل گوییم 

 
 

 تابعمشتق  ترین بزرگاُم است، اگر -nاست، یا یک معادله مرتبه  n مرتبهیک معادله دیفرانسیل معمولی از 

 درجه معادله دیفرانسیلمرتبه مشتق موجود در معادله را  ترین بزرگتوان . اُم آن باشد-nدر معادله، مشتق مجهول 

. گویند

 : معادلات
  

  
 2      

2
 

  

  
 

3 2  4  2
2   0 

 

                 2  2 3   4 2  1 

دو . مشتق اول است ها آنمشتق در هر یک از  ترین بزرگزیرا  باشند میهمگی معادلات دیفرانسیل مرتبه اول 

 : معادلات. باشند می دو درجهو معادله سوم  0معادله اول درجه 

       5      6     1 

   3    2                 

 . است یک معادله مرتبه پنج   3             5    هستند و  درجه اول معادلات مرتبه دوم

 فرم کلی یک معادله دیفرانسیل معمولی 

صورتکلی توان میباشد،   اُم -kمشتق مرتبه      باشد، و  x تابع مجهول با یک متغیر مستقل  اگر 

 : صورت بهرا  امُ-nمعادلهدیفرانسیلمرتبه

                        0        1 

 : صورت بهو گاهی 

                             0   

 . باشند میاین روابط در عمل به چه صورت که  دهد میمثال بعدی نشان . ادنشان د

 

1.1.1مثال

1.1.1 

 1.1.1تعریف
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مقدمه ای بر معادلات دیفرانسیل: فصل اول   

 

 کلی یک معادله دیفرانسیل معمولی مرتبه دوم فرم

2باشد، آنگاه معادله دیفرانسیل معمولی مرتبه دوم  xتابع مجهولی از   اگر   2 

  2    
  

  
        

2 صورت به توان میرا   2 

  2    
  

  
 : صورت بهیا  1        

2                              
             

 1 

 . نوشت

و مشتقات مرتبه اول و   ، تابع مجهول xیک عبارت ریاضی شامل متغیر مستقل  Fتوجه داشته باشید که 

مشتق معادله  ترین بزرگبا استفاده از جبر معمولی برای  توان میمعادل  طور بهدر مثال اخیر . است  دوم 

     صورت بهدیفرانسیل، معادله را 
0
2
     

0
2
  

0
2
                 

         

 . نوشت 

 دیفرانسیل با مشتقات جزییعادلات م
ای  به دسته  Partial Differential Equations(PDE ( ییمشتقات جز بامعادلات دیفرانسیل 

مشتق  به همراه متغیر مستقل چند برحسبمجهول  توابع ها آنشوند که در  گفته می معادلات دیفرانسیل از

معادلات دیفرانسیل »به این دسته از معادلات دیفرانسیل، . داشته باشندتوابع نسبت به آن متغیرها شرکت  جزیی

 .شود گفته می «ییمعادلات دیفرانسیل جز»، یا «معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی»، «ای پاره

 2  معادله دیفرانسیل با مشتقات جزیی مثال عنوان به

  2  
0
 2

 2 

  2
در بسیاری از  نام دارد، موجمعادله که  1 

تابعی با دو متغیر           کنیم میدر این معادله فرض . دارد ای ویژهمهندسی اهمیت  فیزیک و های زمینه

x  وt در ادامه کتاب هر جا که از لفظ معادلات دیفرانسیل استفاده کردیم، مقصود ما معادلات دیفرانسیل . باشد

گاهی نیز که از متن مشخص است که منظور معادلات دیفرانسیل معمولی است، از لفظ . باشد میمعمولی 

 . کنیم میمعادلات استفاده 

 معادلات دیفرانسیل معمولی خطی و غیرخطی 
 . خطی یا غیرخطی بودن است برحسب ها آن بندی دستهمعادلات دیفرانسیل،  بندی دستهیک راه دیگر برای 

 
 

:زیراستصورتبهnمرتبهمکلییکمعادلهدیفرانسیلخطیباشد،فرxبرحسبتابعی اگر

      
       0    

   0     2    
    0    

   1               0 0 0  
است و به  x، تنها وابسته به متغیر مستقل f، همانند   نکته مهم در این تعریف این است که هر ضریب تابع 

شامل هیچ ضریب یا  (0.0.0)خاص معادله  طور به. از مشتقات آن بستگی ندارد کی چیهیا   متغیر وابسته 

 . و یا مشتقات آن نیست  کمیتی از 

 

 1.1.1مثال

 1.1.1تعریف

https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B9%D8%A7%D8%AF%D9%84%D9%87_%D8%AF%DB%8C%D9%81%D8%B1%D8%A7%D9%86%D8%B3%DB%8C%D9%84
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D8%A7%D8%A8%D8%B9
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%AA%D8%BA%DB%8C%D8%B1_%D9%85%D8%B3%D8%AA%D9%82%D9%84
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B4%D8%AA%D9%82_%D9%BE%D8%A7%D8%B1%D9%87%E2%80%8C%D8%A7%DB%8C
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B4%D8%AA%D9%82_%D9%BE%D8%A7%D8%B1%D9%87%E2%80%8C%D8%A7%DB%8C
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B4%D8%AA%D9%82_%D9%BE%D8%A7%D8%B1%D9%87%E2%80%8C%D8%A7%DB%8C
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B4%D8%AA%D9%82_%D9%BE%D8%A7%D8%B1%D9%87%E2%80%8C%D8%A7%DB%8C
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دیفرانسیلمعادلات   

 
 

  معادله خطی مرتبه دوم

اجزای . یک مقدار ثابت عددی است، خطی است  که در آن           2    3    معادله 

 : زیر است صورت بهاین معادله 

 0  
 2   

      3   
 0   

     2  
 1   

                
    

   
 . باشند می tتنها از متغیر مستقل ( گاهی ضرایبی)، توابعی xضرایب مشتقات مختلف تابع مجهول 

 . که تمام معادلات مرتبه اول، خطی نیستند دهد میمثال بعدی نشان 

 
 

 ( HIVیک مدل عفونت )یک معادله دیفرانسیل مرتبه اول غیرخطی 

  معادله 

  
      0   

    
دستگاه اصلی  های بخشسلول، یکی از  Tمدل رشد و مرگ      

اگر معادله را با حذف پرانتزها . است tموجود در زمان  T های سلولتعداد      اینجا . 0است بدن ایمنی

   آوریم میبازنویسی کنیم به دست 

  
       

 

    
  2 که عبارتی  کنیم می، و ملاحظه    

 .  بنابراین معادله خطی نیست. آید میشامل مربع تابع مجهول به دست 

 معادلات دیفرانسیل معمولی  های دستگاه. 1-1-2
 : معادلات جبری مانند های دستگاهبا  تر پیش

3  4   2 
 

 5  2  7       
 

معادلات  های دستگاهبه همین ترتیب در کار با معادلات دیفرانسیل نیز ممکن است با . ایم شدهآشنا 

 : دیفرانسیل، مانند
  

  
  3   

 
  

  
   3    

 

 یا 
                 
           
                   

 

 . دستگاه اخیر در مطالعات هواشناسی کاربرد زیادی دارد. باشند میمقادیر ثابت  sو  b ،rمواجه شویم که 

                                                           
 
 E. K. Yeargers, R. W. Shonkwiler, and J. V. Herod, An Introduction to the Mathematics 

of Biology With Computer Algebra Models (Boston: Birkhauser, 6991): 146 

 1.1.1مثال

 1.1.1مثال
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مقدمه ای بر معادلات دیفرانسیل: فصل اول   

معادلات دستگاه اول خطی و  باشند میدارای تعداد معادلات مختلف  ها اهدستگتوجه کنید که هر یک از این 

از توابع  ضربی حاصلزیرا شامل عبارت  باشند میدو معادله آخر دستگاه دوم غیرخطی  که درحالی باشند می

دستگاهی که تمام معادلات آن خطی باشند یک . باشند می(   و در معادله دوم    در معادله اول )مجهول 

 . نام دارد دستگاه غیرخطیو دستگاهی که حداقل یکی از معادلات آن غیرخطی باشد، یک  خطیدستگاه

 انسیل معادلات دیفر های جواب .1-2

  ای پایهنکات و مفاهیم  .1-2-1
. جوابی برای آن بیابید وآن را حل کنید  کردید می، تلاش شدید میمواجه  ای معادلهبا  که هنگامی ازاین پیش

این تابع را در  که هنگامییعنی . کند میتابعی است که در آن معادله صدق  درواقعجواب یک معادله دیفرانسیل 

 . ، یک عبارت ریاضی صحیح به دست آیدکنید میمعادله دیفرانسیل جایگذاری 

 
 

جواب مرتبه دیفرانسیل      یا  1        0                         امُ-nمعادله

تمام  که طوری بهاست        یک تابع حقیقی مقدار  ،     در بازه    0                        

. در بازه، در معادله صدق کند xبه ازای هر مقدار      در این بازه موجود باشند و       موردنظرمشتقات 

. ممکن یک معادله است های جوابحل کردن یک معادله دیفرانسیل به معنی یافتن تمام 

برخی از معادلات  های جواب توان می، 2در فصل  ها جوابتعیین  های روشحتی پیش از آغاز بحث 

 . دهد میمثال بعدی این موضوع را نشان . دیفرانسیل ساده را حدس زد

 
 

 بررسی جواب یک معادله دیفرانسیل  حدس زدن و

  معادله دیفرانسیل مرتبه اول خطی 

  
موجودی از  ای سادهیک ثابت عددی مثبت است، نمونه  k، که    

متناسب است با  هرلحظهدر  Bمیزان تغییر . سال پس از افتتاح حساب است t، در طی     یک حساب، 

 تر بزرگگر این حقیقت است که حساب بانکی این معادله بیان. ثابت تناسب است kدر آن لحظه، که  Bاندازه 

 . کند میرشد  تر سریع، tدر هر زمان 

را حدس      ید نوع تابع توان میرا بررسی کنید،  ها آنو مشتقات  شناسید میتوابع مقدماتی را که اگر 

بررسی کرد که چرا تابع  توان می؟ اند توابعخود آن ضریبی از  ها آنکدام نوع از توابع هستند که مشتق . بزنید

در           با جایگذاری . یک عدد ثابت است aباشد، که       صورت به نمایی تابعباید یک      

        صورت بهسمت چپ معادله . ید صحت حدس خود را بررسی کنیدتوان میمعادله دیفرانسیل اصلی، 

  
 

، سمت tبه ازای هر مقادیر . است         صورت به، و سمت راست معادله      است، که برابر است با 

 . چپ با سمت راست برابر است

 1.1.1تعریف

 1.1.1مثال
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دیفرانسیلمعادلات   

، یعنی    1      1  که  شود می، نتیجه 1  در ادامه ملاحظه خواهیم کرد که اگر قرار دهیم 

خواهد      1        صورت بهسرانجام جواب معادله . باشد اولیهباید برابر با سپرده  aثابت عددی 

 . بود

. جواب داشته باشد، معمولاً بیش از یک جواب دارد که درصورتیتوجه داشته باشید که یک معادله دیفرانسیل 

 در ادامه این بخش و در فصل دوم. جه کنیدنیز تو شود میکه جواب در آن بازه تعریف  ای بازههمچنین به 

 کنیم میاکنون تنها این موضوع را بررسی . و یکتایی جواب بیان خواهیم کرد باوجودجزییات بیشتری در رابطه 

 . به مثال بعدی توجه کنید. که چه وقت یک تابع جواب یک معادله دیفرانسیل است

 
 

 بررسی جواب یک معادله مرتبه دوم 

   5     جواب معادله خطی مرتبه دوم  2 7  3 5     است که  ادعاشدهفرض کنید 

یم با محاسبه توان می. است       در بازه  tبه ازای تمام اعداد حقیقی، یعنی برای تمام مقادیر  1  6

در معادلات  ها عبارتو سپس جایگذاری این   2 22  3 45       و   2 04  3 05      

 : ماصلی، درستی این ادعا را نشان دهی

          5   6   45 3  22 2             
      

 5  05 3  04 2             
     

 6  5 3  7 2           
    

 
                                    45 3  22 2  75 3  71 2  31 3  42 2  

                                     31 3  42 2  31 3  42 2  1   
یک جواب معادله      که  کنیم می، مشاهده کند میدر معادله اصلی صدق   2 7  3 5     چون 

 ید بررسی کنید کهتوان می مثال عنوان به. نیست شده دادهاما این تنها جواب معادله دیفرانسیل . است

  2       3  
2
3
  است شده دادهنیز یک جواب معادله دیفرانسیل   2 

 
 

 بررسی یک پاسخ ضمنی

2        که در رابطه  yنشان دهیم که هر تابع  خواهیم می   2  5 صدق کند، یک جواب  1 

  معادله دیفرانسیل 

  
  

 

 
 . است 

ضمنی  طور به، یک تابع که دهیم مینشان  y صورت بهرا      ، گیریم میضمنی مشتق  طور بهابتدا از رابطه 

 : آوریم میاست را به دست  شده تعریف xمتغیر مستقل  برحسب

                       0    
 

  
       

 

  
  2   2  5  

 

  
 1  1 

                       2    2  2 
  

  

   

قاعده زنجیری

 
 

  
 5  1 

 1.1.1مثال

 1.1.1مثال
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                       3    2  2 
  

  
 1   

  را برای  (3)اکنون معادله 

  
   آوریم میبه دست  ،کنیم میحل  

  
 

 2 
2 

  
 

 
که هر  دهیم میو نشان  

 . یک جواب معادله دیفرانسیل ماستضمنی با استفاده از رابطه بالا تعریف شود،  طور بهتابعی که 

  ها جوابخانواده . 1-2-2
 مثال عنوان به. د داشته باشدتوان میمعادله دیفرانسیل چه تعداد جواب  کبررسی کنیم که ی خواهیم میحال 

2    معادله   0  دقیقاً دارای یک جواب 1         معادله  که درحالیجواب حقیقی ندارد،  1 

 . (چرا؟) است 1  

 . نیز مواجه شویم، مانند آنچه که در مثال بعدی نشان خواهیم داد تری پیچیده های حالتممکن است با 

 
 

  ها جوابخانواده نامتناهی 

  دو دانشجو معادله دیفرانسیل مرتبه اول ساده 

  
       2 جواب . دارند در اختیار را 7  2 

2 است که مشتق اول آن برابر با  xاین معادله تابعی از  که  کند مییکی از دو دانشجو فکر . است 7  2 
 3

3
  2 3 جواب  کند میدیگری فکر  که درحالیجواب معادله است،   7 

3
  2 به . است 01  7 

 . که جواب هر دو نفر درست است رسد یمنظر 

 : آید میاز دو طرف معادله دیفرانسیل به دست  یریگ انتگرالو با  یراحت بهجواب این مسأله 

       
  

  
     2  2  7     

وجود دارد که نباید آن را  گیری انتگرال، همیشه یک ثابت میا کردهنامعین استفاده  یریگ انتگرالچون از 

     ، هاست جوابیک خانواده نامتناهی از  درواقعجواب مسأله ما . فراموش کرد
 3

3
  2  7    ،

زمانی  .دهد میرا به ما  ها جوابیک عضو خاص از خانواده  Cهر مقدار خاص . یک ثابت حقیقی است Cکه 

، یک معادله دیفرانسیل ساده را حل (با یک ضد مشتق مواجه شدیم)که یک انتگرال نامعین را تشکیل دادیم 

 . کرده ایم

معمولاً آن را یک معادله دیفرانسیل مرتبه اول مانند معادله مثال قبل،  های جوابهنگام توصیف مجموعه 

جوابی را نتیجه  Cهر مقدار معین . است Cمنظور از پارامتر، ثابت . نامیم می یک پارامتری های جوابخانواده 

 که دهد می

 1.1.1مثال
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 با پارامتر های 05 ، 1 و 01 
  

  
  2  شکل      منحنی معادله 7  2 

معادله را به دست  خصوصی های جوابدر مثال قبلی دو دانشجو . نام دارد معادله دیفرانسیل خصوصیجواب 

معادله، و  انتگرالیک معادله را گاهی  خصوصیجواب . 01   و دیگری با  1  آورده بودند، یکی با 

 . نامند یممنحنی جواب یا منحنی انتگرال شکل آن را 

  معادله  انتگرالسه منحنی  0-0شکل 

  
  2 از بالا ) 01  1 05  ، که دهد میرا نشان  7  2 

 (. به پایین

 
 

2    یها یمنحندسته   به ازای. را رسم کنید   

 صورت به ها آن نمودار  4 3 2 0 1 0  2  3    

 .است  مقابل 

 
 

2      یها یمنحندسته    2  را رسم 0 

 . کنید 

 های مختلف نمودار دوایری هستند که مرکز cازایبه 

 و بر دو خط موازی داردها قرار xمحور  روی ها آن 

 . مماس هستند 0     

2 و       یها یمنحن دسته( 1-1-1مثال   2  را رسم 2  

 . کنید 

 و معادله گذرند یم مبدأهستند که از  خطوطی     خطوط 

 2   2  أروی مبد ها آندوایری هستند که مرکز  معادلات 2  

 . کند میتغییر  ها آنمختصات است و شعاع 

 1.1.1مثال

 1.1.1مثال
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 و مسایل مقدار مرزی  اولیهمسایل مقدار  .1-3
 ، yیک معادله دیفرانسیل مرتبه اول را به ازای  خواهیم میاکنون 

 انتگرال یها یمنحن، حل کنیم و یکی از tیعنی تابعی از متغیر مستقل 

و  1   1    دهیم میقرار . ، روی شکل مشخص کنیمکند میعبور   1  1   خصوصیآن را که از نقطه  

 توجه کنید که. نامیم می (IVP) اولیهمسأله مقدار مسأله را یک  صورت نیا، و در نامیم می شرط اولیهآن را یک

این جواب را با اختصاص یک مقدار مشخص . را به دست آوریم خصوصییک جواب  خواهیم می بیترت نیا به

 . آوریم میبه دست ( پارامتر) گیری انتگرالبه ثابت 

 . ساده را حل کنیم اولیهکه چگونه یک مسأله مقدار  کنیم میسپس بررسی 

 
 

 مرتبه اول  اولیهمسأله مقدار 

با استفاده از  tدر لحظه  یا لحظهسرعت  که طوری بهها حرکت کند -xدر راستای محور  یا ذرهفرض کنید 

     02  . کنیم میتعیین  1  را نسبت به مبدأ در هر زمان  ذره xابتدا مکان . نشان داده شود  2  

  معادله دیفرانسیل مرتبه اول چون تابع سرعت مشتق تابع مکان است، مسأله را با استفاده از 

  
 02   2 

 : شود میاز دو طرف معادله نتیجه  گیری انتگرالبا . کنیم میتوصیف 

          
  

  
    02   2    02  

 3

3
   

با هر عضو خانواده یک پارامتری  توان میرا  1  مکان ذره در هر زمان دلخواه  گیریم میلذا نتیجه 

02   3

3
اما اگر اطلاعات دیگری در اختیار . نیست بخش تیرضابه دست آورد، که یک نتیجه چندان    

 . به دست آوریم و از ابهام موجود رهایی یابیم Cیم مقدار معینی برای توان میداشته باشیم، 

لذا با استفاده از این . قرار دارد 0  در مکان  5   که ذره در زمان  دانیم میفرض کنید  مثال عنوان به

 : آوریم میبه دست  اولیهشرایط 

 5    0  02 0  
03

3
5    یا         

35
3
     

  که  دهد می نشانمعادله اخیر 
 51
  3

 خصوصیبا استفاده از تابع  t، بنابراین مکان ذره در زمان 

     02   3

3
 

51
3
 02    3 51 

3
 . شود میتعیین  

منجر به یک  1   1   هر انتخاب دیگر . تصادفی انتخاب کردیم صورت بهرا  5   0   اولیه شرط

 . شود میبرای مسأله  خصوصیو لذا یک جواب  Cمقدار معین برای 

 

 
 

 1.1.1مثال
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  اولیهانتگرال جواب یک مسأله مقدار  منحنی .1-3-1
یا )پیوسته  تابعی نوشت، یعنی اگر سمت راست         صورت بهمرتبه اول را  معادلهاگر بتوان یک 

،         اولیهیم جواب مسأله مقدار توان میاز تنها متغیر مستقل باشد، آنگاه همیشه ( پیوسته قطعه قطعه

 : صورت به      ، را روی بازه 1   1   

                                                               
 

 1

    1                                 0 3 0  

شرط  yحد پایین انتگرال، و مقدار  عنوان بهشرط اولیه  xتوجه کنید که از مقدار . بیان کنیم بازهدر  xبرای 

برای معادله . میا کردهمتغیر مصنوعی استفاده  عنوان به tاز . میا کردهاستفاده  گیری انتگرالثابت  عنوان بهاولیه 

 بینیم می، و        که  دهد مینشان  (FTC)قضیه اساسی حساب دیفرانسیل و انتگرال  شده داده (0.3.0)

       1   که 
 1
 1

    1  1   1  این روش. خواستیم میکه همان چیزی است که ما  1  

جواب  4-2-0در مثال . رود میمعینی از مسایل مقدار اولیه در فیزیک و متون مهندسی به کار  انواع بررسی برای

 : ، عبارت است از2  0   با  مثال عنوان بهمعادله 

                 2  2  7
 

 0
   2 

                      
 3

3
  2  7        

 3

3
  2  7      0  2 

                      
 3

3
  2  7    

 25
  3

  2  
 3

3
  2  7  

30
3
   

حل  نیز معین، گیری انتگرالدیدیم، یعنی بدون استفاده از  0-3-0ی که در مثال این مسأله را با استفاده از روش

 . کنید

  (II) ها جوابخانواده . 1-3-2
ی از معادلات مرتبه اول آشنا شدیم که جواب نداشتند یا تنها یک جواب داشتند، اما در های نمونهبا  اگرچه

باشند که دارای  ها جوابحالت کلی انتظار داریم که معادلات دیفرانسیل مرتبه اول دارای مجموعه نامتناهی از 

 . باشند مییک پارامتر 

-nاُم دارای یک خانواده -nکه یک معادله دیفرانسیل مرتبه  دهیم میتوضیح  2-0بخش  بحث ادامهدر 

جواب معادله  مثال عنوان به. است      2  0 ( پارامتر)ثابت دلخواه  n، شامل ها جوابپارامتری از 

 اولیهبا استفاده از شرایط . دارای دو ثابت عددی دلخواه است              دیفرانسیل مرتبه دوم 

یم مقادیر مشخصی برای این دو پارامتر تعیین کنیم و یک جواب توان می، 0   1     و 1   1   

 . به دست آوریم خصوصی

 . مرتبه دوم را به دست آوریم اولیهکه چگونه جواب یک مسأله مقدار  دهد مینشان  بعدیمثال 
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 مرتبه دوم اولیهیک مسأله مقدار 

 صورت به 1      خواهیم دید که هر جواب معادله خطی مرتبه دوم  0-4در بخش 

تحقیق کنید که هر تابعی . )باشند میدلخواه  های ثابت Bو  Aاست که                  

نسبت به نقطه  یا ذرهاگر جواب این معادله مکان حرکت .( ، جواب معادله دیفرانسیل استشده انیب صورت به

با انتخاب شرایط  مثال عنوان به. دهد مینشان  tی را نشان دهد، آنگاه مشتق جواب، سرعت ذره را در زمان ثابت

واحد در جهت  0 اندازه بهمکان ذره در زمان شروع مطالعه که  کنیم می، بیان 1  1   و  0  1   اولیه

ذره از مکان  دیگر بیان به. است 1است و سرعت ذره در زمان شروع مطالعه  موردنظرمثبت نسبت به نقطه ثابت 

 . کند مینقطه ثابت شروع به حرکت واحد در جهت مثبت  0

 : اصلی استفاده کنیممعادله دیفرانسیل  خصوصیبرای تعیین جواب  اولیهاین شرایط  ازیم توان می

0که  دهد مینشان  0  1  . 0    1       1       1    . 

1که  دهد مینشان  1  1   . 2     1        1       1    . 

 . آید میبه دست            خصوصی جواب (2)و  (0)از ترکیب نتایج 

 
 

 : nمعادله درجه  خصوصی جوابتعیین 

                        0        1 

، 0     1   0    ، و به همین ترتیب تا 2   1     ، 0   1    ، 1   1    کهطوریهب

 n. نامند می (IVP)یک مسأله مقدار اولیه کردن حلرا  باشند میحقیقی دلخواه  های ثابت 0      0  1 که 

 شرایط اولیهرا  0     1   0    و ... ، و2   1     ، 0   1    ، 1   1    مقدار مشخص

 . نامند می

درباره  فصل دومدر . که تحت آن بتوان یک مسأله مقدار اولیه را حل کرد، اطمینان نداشتیم شرایطیتاکنون از 

مسایل مقدار اولیه را برای سپس در فصول بعدی . کنیم میمعادلات صحبت  های جوابوجود و یکتایی 

 . دهیم میقرار  موردبررسیمعادلات دیفرانسیل  های دستگاه

 مسایل مقدار مرزی 
یک  توان می، شود مینامیده  شرایط مرزیدیفرانسیل از مرتبه دوم یا بیشتر، با تعیین آنچه  معادلاتبرای 

شرایطی است که باید برای تابع جواب و مشتقات  ارائهدر این حالت ایده اصلی . تعیین کرد خصوصیجواب 

 . آن در دو نقطه متمایز از دامنه برقرار باشد

 

 

 

 1.1.1مثال

 1.1.1تعریف
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شرایط روی تابع مجهول  که طوری بهمسأله تعیین جواب یک معادله دیفرانسیل است  مرزیمقدارمسألهیک 

 . نامند می شرایط مرزیچنین شرایطی را . در دو مقدار یا بیشتر از متغیر مستقل مشخص باشد

اگر فشار وارد بر یک تیرآهن به طول  مثال عنوان به. دارد بستگی مسأله یها دادهبه ماهیت و  شده انتخابنقاط 

L  باشد باید  شده پخشاست را بررسی کنیم، اگر نیرو در سراسر تیر  شده دادهکه دو سر آن درون سیمان قرار

    y ، 1توجه کنید که دامنه . (2-0شکل ) ، را به دست آوریم    تیر،  طرف کیاز xخمیدگی در فاصله 

را در نقاط انتهایی بازه جواب  1     و  1  1  مقادیر منطقی در این مسأله طبیعی است که . است

 3-0در تمرینات  C2مسأله . )داریم  1   و   1 1 در طول نقاط  yهندسی نیاز به جواب  طور به. قرار دهیم

  (.یک مسأله کاربردی از این نوع ملاحظه کنید عنوان بهرا 

مطمئن  توان میکه بدون تحلیل بیشتر ن دهد مییک حالت از مسأله مقدار اولیه نشان  عنوان به تنهامثال بعدی 

. یکتاست میا آوردهبرای مسأله مقدار مرزی وجود دارد و آیا جوابی که به دست  خصوصی های جواببود که آیا 

در این کتاب گاهی به  اگرچه. از مسایل مقدار اولیه است تر مشکلحل کردن مسایل مقدار مرزی  یطورکل به

 . ، اما توجه خود را بیشتر معطوف مسایل مقدار اولیه خواهیم نمودمیپرداز یممسایل مقدار مرزی 

در مثال بعدی نیز خواهیم دید، برخی از مسایل مقدار مرزی جواب ندارند، برخی تنها یک جواب  که طوری به

 . جواب دارند (تینها یب) نیز تعداد زیادی ها آندارند و برخی از 

 
 

 . د تعداد زیادی جواب داشته باشد، تنها یک جواب داشته باشد یا اصلاً جواب نداشته باشدتوان میمقدار مرزی مسأله 

دو  های جواب، را در نظر بگیرید که دارای خانواده 1      ، 2-3-0مرتبه دوم مثال  دیفرانسیلمعادله 

0      پارامتری        2  . است     

 دهد می نشانشرط اول . را به مسأله تحمیل کنیم 0     و  0  1  فرض کنید شرایط مرزی حال 

0که     1   0     1   2 0که  کند می، و شرط دوم بیان 0   1           

 0         2 باشد، این تناقض نشان  0-و  0دارای مقادیر  زمان همد توان مین 0 چون . 0         

 . که مسأله مقدار مرزی ما جواب ندارد دهد می

شکل      جواب      که در شرایط مرزی 1  1   و 1      صدق می کند 

 

از شرط اول  استفادهبا . نتایج متفاوتی به دنبال دارد 0   2  و  0  1  از سوی دیگر شرایط مرزی 

0داریم     1   0     1   2 0 دهد میشرط دوم نیز نتیجه . 0   1        2   

 0     2    2 به دست نیامده است، پس هر مقداری  2 چون هیچ شرطی برای . 0    2    

 1.1.1تعریف

 1.1.1مثال
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 صورت بهجواب  نهایت بیمسأله مقدار مرزی ما دارای  دیگر بیان به. اختصاص دهیم به آن یمتوان می

             2  . است       

0 دآی می، به دست 0  4    و  0  1  سرانجام اگر قرار دهیم     1   0     1  

 2  و  0   1    

                   0    
 

4
   0     

 

4
   2     

 

4
   0  

 2
2
   2  

 2
2
  

                       
 2
2
  2  

 2
2
  

2  شود میکه از آن نتیجه    2         یکتای جواببنابراین این مسأله مقدار مرزی دارای . 0 

            2  . است      0 

زیادی برای  های راه، (یا برای یک دستگاه معادلات)اُم کلی -nتوجه داشته باشید که برای یک معادله مرتبه 

هدف داشتن شرایطی است که ما . تعیین شرایط مرزی وجود دارد که همیشه در نقاط انتهایی بازه جواب نیست

 . را حل کنیم به ازای عدد مناسبی از میان اعداد دلخواه، مسأله سازد میرا قادر 

 .دهند میطبیعی در جواب یک مسأله رخ  طور بهکه چگونه شرایط مرزی  دهد میمثال زیر نشان 

 
  

  کاربردییک مسأله مقدار مرزی 

 61تا  1سرعت  F431گزارش داد که فراری دو سرنشین ( 2115ژانویه  23) 0مجله اینترنتی ماشین و راننده

بدانیم ماشین پیش از رسیدن  خواهیم میبا فرض ثابت بودن شتاب، . کند میثانیه طی  3.5مایل در ساعت را در 

 . را طی کرده است ای فاصلهمایل در ساعت چه  61 سرعت به

ثانیه  3.5کل مسافت طی شده در  گیری اندازهثانیه باشد، برای  tمکان ماشین پس از  دهنده نشان     اگر 

      صورت به توان میکه شتاب را  دانیم می. را محاسبه کنیم  1    5 3  باید 
 2 

که در بیان کرد،  2  

ما و نیز سرعت اولیه ما  اولیه، یعنی مکان 1  1     1   دانیم میاست؛ و  Cاین مسأله برابر با ثابت 

است، سرعت ما در  موردنیازاطلاعات دیگری که . ، صفر استدهیم میکه پدال گاز را فشار  ای لحظهدرست در 

 2 لذا معادله دیفرانسیل مرتبه دوم . است مایل در ساعت 61، که برابر با  5 3   ثانیه است،  3.5لحظه 

  2    ،

 . را به دست آوریم     تابع مجهول  خواهیم میشرایط اولیه و برخی شرایط مرزی را داریم و 

که وقتی از دو طرف معادله دیفرانسیل ضد  کند میاساسی حساب دیفرانسیل و انتگرال بیان اکنون قضیه 

 : آوریم می، به دست گیریم میمشتق 

 
 2 

  2             0 

                                                           
 
 Car and Driver 

 1.1.1مثال
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دیفرانسیلمعادلات   

 اما داریم . است گیری انتگرالثابت  0 که 
 2 

  2    
  

  
  ، پس 

  
از دو  گیری انتگرالبا . 0     

 : شود میطرف معادله اخیر نتیجه 

     
  2

2
  0   2 

حال با استفاده از شرط . که شامل سه ثابت عددی است میا آوردهبه دست      لذا عبارتی برای 

 : داریم 1  1  

1    1  
  1 2

2
  0 1   2   

1 شود میکه از آن نتیجه   : ، لذا داریم2  

     
  2

2
  0  

1کرد که  ملاحظه توان می 1  1   چون      1       0    1        ، و لذا0  

     
  2

2
 . 

در . مایل در ساعت است 61ثانیه سرعت ما  3.5در پایان  دانیم میدر رابطه داریم، اما  Cهنوز یک ثابت 

برای اینکه تمام واحدها یکسان . دقت کنیم که ساعت با ثانیه اشتباه نشود مورداستفادهاینجا باید به واحدهای 

61                                            کنیم میلذا ادعا  .کنیم میساعت تبدیل  707211ثانیه را به  3.5باشند،   

 : ، پس داریم 7211 7     7211 7   

  
61 7211 

7
 60704 3          2  

     
  2

2
 31257 2  2                            

 و  

  
7

7211
  31257 2 

7
7211

 
2
 1 1210667      47   

متر  47مایل در ساعت، مسافت  61به  1برای رسیدن از سرعت  2115 مدل F431لذا نشان دادیم که فراری 

 . کند میرا طی 

را شرایط اولیه و  ها آنباشند،  شده انیبدر یک نقطه خاص متغیر مستقل  آناگر تمام مقادیر تابع و مشتقات 

 . نامند می شرایط مرزیرا  ها آن صورت نیادر غیر 

 عمومی  های جواب

، روی n ،                   0        1معادله دیفرانسیل مرتبه  های جواباگر هر یک از 

پارامتر به دست  nبا تخصیص مقادیر مناسب به  ها جوابپارامتری از  nرا بتوان از یک خانواده       بازه 

شرط  nا یشرط اولیه  nدر این حالت به . نامند می جواب عمومی معادله دیفرانسیلرا  ها جوابخانواده این آورد، 

 . مرزی برای تعیین پارامترها نیاز داریم
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مقدمه ای بر معادلات دیفرانسیل: فصل اول   

کرد  بررسی توان می مثال عنوان به. ندیآ ینمپارامتری به دست  n های جواباز خانواده  ها جواباما گاهی همه 

2     2که معادله دیفرانسیل غیرخطی مرتبه اول   ها جوابیک پارامتری از  خانوادهدارای یک  0 

   صورت به
   0
   0

به ازای  نیز یک جواب معادله است که 0  تابع ثابت  ،xاما به ازای هر مقدار . است 

وجود داشته باشد که به ازای آن  Cفرض کنید یک . آید میبه دست ن ها جواب خانواده، از Cنتخابی از هیچ ا

0   داشته باشیم 
   0

0   لذا داریم . 0  0  دهد میکه نتیجه  0      0 . 

و هر  kبه ازای هر ثابت  1  4    3    2 جواب معادله دیفرانسیل  2       همچنین 

2       است، اما xمقدار  در حقیقت چون (. این ادعا را بررسی کنید)نیز یک جواب معادله است       

 . د جواب عمومی معادله باشدتوان میمعادله مرتبه دوم است، یک خانواده یک پارامتری ن

به دست  ها جوابمقادیر خاص به پارامترهای خانواده  از تخصیصکه  nمرتبه  دیفرانسیلجواب یک معادله 

 های جوابلاحظه خواهیم کرد که برخی از این م 2در فصل . نامند می معادله یرعادیغجواب را یک  آید مین

. آیند می، به وجود شوند میجبری خاصی روی معادلات دیفرانسیل انجام  های جابجایی که هنگامی یرعادیغ

 . که معادلات دیفرانسیل خطی جواب غیرعادی ندارند شود میهمچنین ثابت 

 تمرینات فصل اول . 1-4
مرتبه هر معادله (بدر هر معادله متغیر مستقل و متغیر وابسته را مشخص کنید، (الف 02تا  0در تمرینات 

برای معادلات غیرخطی، . خطی یا غیرخطی بودن هر معادله را مشخص کنید (پدیفرانسیل را تعیین کنید، و 

 . دلیل غیرخطی بودن را نیز بیان کنید

     0        2 

     2      2  
     3      5      
     4      2    3  
     5             2 2 

     6  
 2 

  2  3
  

  
      

     7               1 
     2           2  0  3   2      
     1     2   4          0 
     01    7   2  5      
     00    

 
 3   1 

     02   2     4        3     
 . کنید بندی دستهزیر را تحت خطی یا غیرخطی بودن  های دستگاهاز  هرکدام( 03

     الف     

  

  
   4  

  

  
  3   

 

      ب     
     3 2 

   3  5     
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دیفرانسیلمعادلات   

     پ     
               
    2      
   3          

 

     ت     
   2      2 
    2       

   3   3    

 

 : ، معادله دیفرانسیلaبه ازای چه مقادیری از ( 04
 2 

  2    2     
  

  
      0   

 یک معادله خطی است؟

 . معادلات خطی بازنویسی کنید صورت بهمعادلات زیر را در صورت امکان، ( 05

     الف     
  

  
    2   

         ب     
 2  0
  0

         0
   2                 0

  

          پ     
 4  0
 2  0

         0
   2                 0

  

 a ،b ،cحروف . است شده دادهجواب معادله دیفرانسیل  شده بیانتحقیق کنید که آیا تابع  25تا  06در تمرینات 

 . باشند میعددی  های ثابت dو 

        06          1             

        07        5   6  1           3  
2
3
 2  

        02    
0
4
 
  

  
 

2

  
  

  
   1         2 

        01     
  

  
    2                       

        21    
 4 

  4  1          3    2       

        20    
  

  
                   

 

 
  

 

 2 

        22        2  1            2  

        23          0      2        
        

2 
 

        24             1         
    

 

 

0
   

 .( را ملاحظه کنید 4-قضیه اساسی حساب دیفرانسیل و انتگرال در بخش الف)

        25        2    1            
2

 

3
   

 .( را ملاحظه کنید 4-گرال در بخش الفقضیه اساسی حساب دیفرانسیل و انت)
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مقدمه ای بر معادلات دیفرانسیل: فصل اول   

 : برای هر یک از توابع زیر، معادله دیفرانسیلی بیابید که تابع در آن صدق کند( 26

        الف        
 

 
 که   یک ثابت عددی است       

های ثابت عددی هستند                    ب          که   و   

های ثابت عددی هستند                    پ          که   و   

        3           ت        
 

0
   

تعریف  شده دادهبا معادله  xتابعی از  صورت بهضمنی  طور به yفرض کنید تابع  31تا  27در هر یک از مسایل 
 . ضمنی استفاده کنید گیری مشتقدر هر مورد برای تعیین مشتق معادله از . یک ثابت عددی است Cشود که 

        27             
        22                          
        21     3  3  3  5 
        31    0   2  4  1 

2 که در  yآیا تابع ( 30   2  6  01  34 یک جواب معادله دیفرانسیل  کند میصدق  1 
  

  
 

3  
  5

 . است؟ پاسخ خود را توضیح دهید 

  تحقیق کنید که آیا ( 32
 2

2
 

 

2  
 2  0         2       2جواب معادله  0 

 است؟        

  جواب معادله دیفرانسیل )     ، چرا 0-2-0توضیح دهید که در مثال ( 33

  
د یک تابع توان مین(    

 ؟ باشد  می، مثلثاتی یا لگاریتای چندجمله
2    چرا معادله ( الف( 34  0  جواب حقیقی ندارد؟  1 
 . تنها یک جواب دارد؟ آن جواب را تعیین کنید 1         چرا معادله ( ب

  توضیح دهید که چرا معادله ( 35

  
 جواب حقیقی ندارد؟          

2    یک ثابت عددی مثبت باشد، نشان دهید دو تابع  cاگر ( 36 2     و  2     2 

 معادله غیرخطی  های ابجو
  

  
 ها جوابتوضیح دهید که چرا . باشند می       در بازه  1   

– در خارج از بازه باز   . صحیح نیستند     

   جواب معادله دیفرانسیل  2     0       تحقیق کنید که تابع ( الف( 37
0
 

برای هر مقدار  
 . است    1 در بازه  xو هر مقدار  2 و  0 پارامترهای 

را تنها  2     0        دیگر بیان به. است موردنیازتنها یک پارامتر صحیح  yنشان دهید که برای ( ب
 . با استفاده از یک پارامتر بنویسید

  یک جواب برای ( 32

  
0       صورت به               2  0 به دست آورید که      

 . عددی هستند های ثابت 2 و 
معادله دیفرانسیل خطی ( خصوصی)بیابید که یک جواب       درجه دوم ای چندجملهیک ( 31

2     3 2  . باشد 7  03 
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دیفرانسیلمعادلات   

2       نشان دهید معادله غیرخطی مرتبه اول ( 41      2  0 دارای خانواده یک پارامتری از  1 

2        صورت به ها جواب ضمنی با استفاده از رابطه  طور بهه ک yاست، اما هر تابع  0 
 2   2  . تعریف شود نیز یک جواب این معادله است 0 

 معادله دیفرانسیلی بیابید که در تابع ( 40

                
 

1
       

 . صدق کند
 . یک عدد صحیح نامنفی است nرا در نظر بگیرید که  1                معادله ( 42

 . جواب معادله است     د نشان دهی( الف

0  نشان دهید ( ب    
 2

2 
 

 3

3 
   

  

  
 . جواب معادله است 

را تعیین کنید که در شرط اولیه  خصوصییک جواب . را در نظر بگیرید 01معادله و جواب تمرین . 43
 . صدق کند 1     

را تعیین کنید که در شرایط اولیه  خصوصییک جواب . را در نظر بگیرید 21معادله و جواب تمرین . 44
هر بار از یکی از شرایط : راهنمایی. ]صدق کند 6  1     و  0  1    ، 1  1   ، 0  1  

 .[اولیه، به ترتیب از سمت راست، استفاده کنید
را تعیین کنید که در شرط اولیه  خصوصییک جواب . را در نظر بگیرید 20معادله و جواب تمرین . 45

 .(است bو  a های ثابتجواب تنها دارای . )صدق کند 1  1  
را تعیین کنید که در شرایط اولیه  خصوصییک جواب . را در نظر بگیرید 23معادله و جواب تمرین . 46

 . صدق کند 1  1   و  2  1  

0را طوری تعیین کنید که  Cو  A ،B های ثابت. 47
2
 

0
4
  

00
216
 6    2              

3    6     ر اولیه جواب مسأله مقدا  . ، باشد0  1    ، 1  1   ، 1  1  ،      
 صورت به 1  که سرعت آن در هر زمان  کند میها طوری حرکت xدر راستای محور  ای ذره. 42

     0   2 نشان دهید که ذره هرگز به . فرض کنید ذره از مبدأ شروع به حرکت کند. شود میبیان   0 
 . نمی رسد 2    

 1        2 و  1    0 نشان دهید توابع . 41
       که هردو به ازای  3

 مسأله مقدار اولیه  های جواب، اند شده تعریف
  

  
 3 2 3           1  1  

 . باشند می

    نشان دهید . 51
2
    

2 

0 0   جواب مسأله مقدار اولیه      . ، است1  0  ،   2 



 

 

 

 

 مقدمه
 ریپذ ییجدادر این فصل دو دسته مهم از معادلات دیفرانسیل مرتبه اول، یعنی معادلات دیفرانسیل مرتبه اول 

، زیرا بسیاری از معادلات دهیم میقرار  موردبررسی تر دقیقتحلیلی و  صورت بهو معادلات خطی مرتبه اول را 

به همین دلیل این دو دسته از . با ایجاد تغییراتی به این دو دسته معادلات تبدیل کرد توان میمرتبه اول را 

  .دیگر معادلات دیفرانسیل مرتبه اول دانست های دستهپایه بسیاری از  توان می نوعی بهمعادلات را 

  پذیر جداییمعادلات  .2-1
یک معادله . باشند تفکیک قابلنوع معادلات دیفرانسیل برای حل کردن، حالتی است که متغیرها  ترین ساده

   صورت بهدیفرانسیل 

  
   صورت بهاگر بتوان آن را  نامند می پذیر جداییرا         

  
          

معادله  مثال عنوان به. است yتنها تابعی از متغیر وابسته  gو  xتنها تابعی از متغیر مستقل  f نوشت، که
  

  
 . است پذیر جدایی 2    

  یک جواب غیرثابت معادله      اگر 

  
ناصفر       روی بازه         باشد و           

 : به دست آوریم( فرآیند جداسازی متغیرها)        یم با تقسیم دو طرف معادله بر توان میباشد، 
1

       

  

  
        

1 ضد مشتق     و       ضد مشتق     اگر 
    
از دو طرف معادله  یریگ انتگرالیم با توان میباشد،  

 : میآور یمبه دست 

 
1

       

  

  
    

1
    

             

 اند شدهجمع  Cدر ثابت  Fو  Gوابسته به  یریگ انتگرال های ثابت، که               یا 

 (: میکن یماز قاعده زنجیری استفاده         توجه کنید که چگونه برای )
  

  
                

  
   

1
       

  

  
  

، جواب عمومی آن را تعیین پذیر جداییاز دو طرف یک معادله دیفرانسیل  یریگ انتگرالو با  بیترت نیا به

 .میکن یم

  

 

2فصل  مرتبه اول معادلات دیفرانسیل  
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 معادلات دیفرانسیل

 
 

 دیفرانسیلمعادله 

cos (1 )sinxydx e ydy   
: با تفکیک کردن داریم  .نظر بگیرید در را   


 

dy
y

y

e

dx
x cos

sin

1
 

:داریماز طرفین  یریگ انتگرالو با   

)(cos)(cos 11  xx ecyLnceLnyLn 
 

 

 

xyyمعادله  های جوابهمه  میخواه یم 22  داریم .آوریم دست بهرا xy
dx

dy 22 لذا  و

dxdyy 22    (با فرضy  ) و لذاcx
y

 21
جهیدرنت  

cx
y


 2

1
 

توجه کنید که 
cx

y


 2

1
xdxdyyجواب عمومی   22   است ولی جواب عمومیxyy 22 

xyyجواب  yنیست چون  22  است ولی در رابطه
cx

y


 2

1
لذا . صفر نیست  y گاه چیه 

جواب عمومی معادله اولیه 
cx

xyxy


 2

1
)(,)(   است . 

نیست،  پذیر جداییهر معادله دیفرانسیل مرتبه اولی  (1: به آن توجه کرد در اینجا سه نکته وجود دارد که باید

 برحسبرا ( yمانند )، ممکن است نتوان یکی از متغیرها یریگ انتگرالحتی پس از جداسازی متغیرها و  (2

 (3ضمنی بیان کنید،  صورت بهحل کرد، یعنی ممکن است مجبور شوید پاسخ خود را ( xمانند )متغیر دیگر 

 های حالتاز  هایی نمونهدر ادامه . توابع مقدماتی انجام دهید برحسبرا  یریگ انتگرالممکن است نتوانید 

 . کنیم میرا بررسی  ذکرشده

یک جواب معادله  3     ، جواب             پذیر جداییهمچنین توجه کنید که در معادله 

     اگر (. را ملاحظه کنید 2-1بخش )باشد  ، و حتی ممکن است تنها جواب آنباشد میدیفرانسیل نیز 

یک جواب ثابت باشد،        برعکس اگر . یک عدد ثابت است yکه  دهد مینشان  3   ، آنگاه 3

 1.1.2مثال 

 2.1.2مثال 


